
概率方法
参考答案

1. (8 分) 用 G(2n, p, q)表示如下的随机图的分布：点集为 V = {1, 2, . . . , 2n}. 选取随机的 S∗ ⊆ V 且
|S∗| = n. 这样点集被划分为了两个大小相同的块 S 和 V \ S. 对于任意两个点 (u, v)，如果 u, v 在
同一个块中（u, v ∈ S∗ 或者 u, v /∈ S∗），那么 u, v 之间以概率 p 有边相连；如果 u, v 在不同的块
中，那么 u, v 之间以概率 q 有边相连.

考虑高度稀疏的场景. 令 p = α/n，q = β/n，其中 α, β ∈ R 是常数. 请问是否可以依据图本身的
信息对 S∗ 进行一个非平凡的估计. 具体来说，是否存在一个算法M 和常数 c > 0 使得

Pr

|Ŝ| = n ∧ |Ŝ ∩ S∗|
n

/∈ (1/2− c, 1/2 + c)

∣∣∣∣∣∣G← G(2n, α/n, β/n)

Ŝ ←M(G)

 = 1−O(1/n).

答案显然依赖于 (α, β) 的取值. 请找到一个尽量大的 (α, β) 的范围使得可以对 S∗ 进行上述的非平
凡估计.

提示：当 (α− β)2 < α+ β 时，不存在任何算法可以非平凡地估计 S∗ [Mossel-Neeman-Sly 2012].

解 对任意 S ⊆ V，用 e(S) 表示被被 S 割的边的数目.

e(S) := |{(u, v) ∈ E|u ∈ S, v /∈ S}|.

考虑一个非常直观的算法：给定输入 G 之后，算法输出一个平衡的割 Ŝ ⊆ V，使得 e(Ŝ) 最大（如
果 β > α）或最小（如果 β < α）.

我们先考虑 β < α 的情况. 只需要证明，割边最小的平衡割大概率不是一个平凡估计.

• 最非平凡的割，也就是 ground truth S∗，期望切割边数 E[e(S∗)] = βn. 大概率 e(S∗) 集中在
βn 附近. 具体来说，对于任意常数 δ > 0，根据 multiplicative Chernoff bound，

Pr[e(S∗) ≥ (β + δ)n] ≤ 2−Ω(n).

• 我们选取一个常数 c > 0. 对于任意平衡割 T，如果满足 |T∩S|
n
∈ (1/2− c, 1/2 + c)，我们称 T

是平凡的. 对任意平凡的 T，其切割的边数的期望不低于(α+ β

2
− 2c2(α− β)

)
n =

(α+ β

2
− δ

)
n.

其中常数 δ = 2c2(α− β). 通过选取合适的 c，我们可以让常数 δ 的值任意小.

根据 multiplicative Chernoff bound，

Pr[e(T ) ≤ (β + δ)n] ≤ e
−
( α−β

2
−2δ

α+β
2

−δ

)2

(α+β
2 −δ)n/3

.

只要常数 α, β 满足 (α − β)2/(α + β) > 12 ln 2，就可以找到足够小的常数 δ > 0 使得上面的
概率不超过 2−(2+δ)n.

再使用 union bound，以 1−2−Ω(n)的概率，所有平凡平衡割 T 都满足 e(T ) > (β+δ)n > e(S∗).
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对称地，对于 α > β 的情况，只要常数 α, β 满足 (α− β)2/(α+ β) > 8 ln 2，以 1− 2−Ω(n) 的概率，
所有平凡平衡割 T 都满足 e(T ) < (β − δ)n < e(S∗).

2. (8 分) 有若干集合 A1, . . . , An, B1, . . . , Bn，满足 ∀i, j Ai ∩Bj = ∅ ⇐⇒ i = j. 证明∑
i

1(|Ai|+|Bi|
|Ai|

) ≤ 1.

解 选取一个
⋃

i(Ai ∪ Bi) 上随机的序. 定义事件 Ei 为 “Ai 中每一个元素小于 Bi 中每一个元
素”. 对于每一个 i，有 Pr[Ei] = 1/

(|Ai|+|Bi|
|Ai|

)
.

用反证法. 如果 ∑
i

Pr[Ei] =
∑
i

1(|Ai|+|Bi|
|Ai|

) > 1,

那么存在 i ̸= j 使得 Ei, Ej 有可能同时发生. 考虑使 Ei, Ej 同时发生的一个序. 在这个序下，
max(Ai) < min(Bi)，max(Aj) < min(Bj). 因此必有max(Ai) < min(Bj)或者max(Aj) < min(Bi).
这两种可能分别都会推出矛盾.

3. (5 分) 考虑如下生成社交网络过程：初始时只有一人；每当一个新人加入时，会随机关注一个人，
被关注概率正比于当前被关注次数加上 β. 这里 β > 0 是一个常数. 请问当网络中有 n 人时，第 k

个加入网络的人的被关注次数的期望约是多少.

解 令 En,k 表示当网络中有 n 人时，第 k 个加入网络的人的被关注次数的期望，我们可以得到∑n
k=1 En,k = n− 1，且有

Ek,k = 0

En+1,k = En,k + Pr[第 n+ 1 个人关注了第 k 个人]

= En,k +
En,k + β

n− 1 + nβ
.

也即有

En+1,k + β =
n(β + 1)

n(β + 1)− 1
(En,k + β) = β

n∏
i=k

i(β + 1)

i(β + 1)− 1
.

据此，可以估算

En,k + β

β
=

n−1∏
i=k

i

i− 1
1+β

=
Γ(n)Γ(k − 1

1+β
)

Γ(k)Γ(n− 1
1+β

)
∈
(( n− 1

k − 1
1+β

) 1
1+β

,
(n− 1

1+β

k − 1

) 1
1+β

)

所以 En,k ≈ β · ((n/k)
1

1+β − 1).

4. (8 分) 如果集合 S ⊆ {0, 1}n 满足

∀distinct a, b, c ∈ S, ∆(a, b) + ∆(b, c) > ∆(a, c),

我们称 S 是不共线的. 这里 ∆ 表示汉明距离（Hamming distance）.

第 2 页, 共 3 页



(1) 证明，对所有足够大的 n，存在不共线的 S ⊆ {0, 1}n 满足 |S| ≥ 1.01n.

(2) 证明，对所有足够大的 n，任何不共线的 S ⊆ {0, 1}n 都满足 |S| ≤ 1.99n.

解 对于任何三个点 a, b, c ∈ {0, 1}n，如果 ∆(a, b) + ∆(b, c) = ∆(a, c)，我们称 a, b, c 共线；否
则我们称 a, b, c 不共线.

(1) 如果独立随机选取 a, b, c ∈ {0, 1}n，那么

Pr[a, b, c共线] = Pr
[
∀i ∈ [n], (ai, bi, ci) /∈ {(0, 1, 0), (1, 0, 1)}} = ∅

]
= (3/4)n.

独立随机选取 x1, x2, . . . , xm ∈ {0, 1}n，其中 m = 2αn. 令 S = {x1, . . . , xm}. 那么

Pr
[
|S| = m

]
= Pr

[
∀distinct i, j, xi ̸= xj

]
≤ 1

2
22αn · 2−n.

Pr[S中存在共线三元组] ≤ 1

2
23αn · (3/n)n.

只要 3α < log2(4/3)，就有非零概率 |S| = 2αn 且 S 不共线.

(2) 对任何不共线的 S，构造一个二部图 G = (L,R,E). 左右点集分别为 L = {0, 1}⌊n/2⌋，R =

{0, 1}⌈n/2⌉. 边集与 S 一一对应：(u, v) ∈ E 当且仅当 u|v ∈ S. 这里 | 表示拼接.

图中一定没有长度为 3 的路径. 反证，假如有长度为 3 的路径 (u, v), (u′, v), (u′, v′)，那么

∆(u|v, u′|v) + ∆(u′|v, u′|v′) = ∆(u, u′) + ∆(v, v′) = ∆(u|v, u′|v),

说明 u|v, u′|v, u′|v′ ∈ S 这三点共线. 与 S 不共线矛盾.

换言之，图中任何两个度数大于 1 的点不相邻. 再换言之，每条边都有至少一个端点的度数等
于 1. 所以存在一个从度数为 1 的顶点集到 E 的满射.

|S| = |E| ≤ |L|+ |R| = 2⌊n/2⌋ + 2⌈n/2⌉.
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