
马尔可夫链
参考答案

1. (6 分) 考虑 Z 上的随机游走. 马尔可夫核是

P (x+ 1|x) = p, P (x− 1|x) = 1− p

其中 p ∈ (0, 1) 是参数. 请计算这个马尔可夫链返回初始点的概率.

Pr[∃i > 0 such that Xi = X0].

解 不失一般性，可以假定 X0 = 0，然后考虑返回 0 点的概率

Pr
X0=0

[∃i > 0 such that Xi = 0].

定义 v(j) 为如果马尔可夫链从状态 j 出发，经过 0 点的概率

v(j) := Pr
X0=j

[∃i ≥ 0 such that Xi = 0].

这里在 Pr 的下标规定 X0 的（退化）分布. 不失一般性，计算我们关心的概率时可以假定 X0 = 0，

Pr[∃i > 0, Xi = X0] = Pr
X0=0

[∃i > 0, Xi = 0] = p Pr
X0=0

[∃i > 0, Xi = 0|X1 = 1]

+ (1− p) Pr
X0=0

[∃i > 0, Xi = 0|X1 = −1] = p v(1) + (1− p)v(−1).

因此我们关心 v 的值. 显然 v(0) = 1. 对 j ̸= 0，

v(j) = Pr
X0=j

[∃i ≥ 0, Xi = 0] = p Pr
X0=j

[∃i ≥ 0, Xi = 0|X1 = j + 1]

+ (1− p) Pr
X0=j

[∃i ≥ 0, Xi = 0|X1 = j − 1] = p v(j + 1) + (1− p)v(j − 1).

对于 j ≥ 0，数列 v(0), v(1), v(2), . . . 有简单的线性递推公式，它们一定满足

v(j) =

αj + β, if p = 1
2

α( 1−p
p
)j + β, if p ̸= 1

2
其中 1−p

p
是特征方程 1 = px+ (1− p)/x 除了 1 之外的另一个根

其中 α, β 是待定常数. 这时分三种情况考虑，

• 如果 p = 1
2
：因为 v(0) = 1 且 ∀j, v(j) ∈ [0, 1]，只能是 v(j) = 1.

• 如果 p < 1
2
：这时 1−p

p
> 1. 因为 v(0) = 1 且 ∀j, v(j) ∈ [0, 1]，只能是 v(j) = 1.
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• 如果 p > 1
2
：这时 1−p

p
< 1. 根据 v(0) = 1且 ∀j, v(j) ∈ [0, 1]只能推出 v(j) = α( 1−p

p
)j+(1−α)

其中 α ∈ [0, 1]. 因此我们要额外证明 limj→+∞ v(j) = 0，这样可以说明 v(j) = ( 1−p
p
)j .

v(j) = Pr
X0=j

[∃n ≥ 0, Xn = 0] ≤
∑
n≥0

Pr
X0=j

[Xn = 0] ≤
∑
n≥j

Pr
X0=j

[Xn ≤ j]

≤
∑
n≥j

exp
(
−n ·D

(1
2

∥∥ p
))

= e−Θ(j).

其中一步使用了 Chernoff bound。

综合三种情况，p v(1) = pmin(1, 1−p
p
) = min(p, 1− p). 对称地，(1− p) v(−1) = min(p, 1− p). 所以

Pr[∃i > 0, Xi = X0] = p v(1) + (1− p)v(−1) = 2min(p, 1− p).

另一种解法：由第 2 题中的引理 1，我们只需要计算 E[N ] =
∑

n≥1 Pr[X2n = X0]（N 和 E 的
定义也请参照那里）. Pr[X2n = X0] =

(
2n
n

)
(p(1 − p))n. 由生成函数

∑
n≥0

(
2n
n

)
xn = 1√

1−4x
代入

x = p(1−p)，可以得知 E[N ] = 1√
1−4p(1−p)

−1 = 1
|1−2p| −1，从而 Pr[E] = 1− 1

1+E[N ]
= 1−|1−2p|.

2. (6 分) 考虑 Zd 上的随机游走. 马尔可夫核是

P (y1, . . . , yd|x1, . . . , xd) =

1/3d, if ∀i, |yi − xi| ≤ 1

0, otherwise

这个马尔可夫核在各个维度上独立，便于分析. 证明

Pr[∃i > 0 such that Xi = X0] =

1, if d = 2

1− Ω(1), if d > 2

提示：考虑
E[number of i > 0 such that Xi = X0].

解 定义随机变量 N 和事件 E 为

N := number of i > 0 such that Xi = X0,

E := {∃i > 0 such that Xi = X0}.

引理 1. Pr[E] = 1当且仅当 E[N ] < ∞. 当 Pr[E] < 1时，有 E[N ] = Pr[E]
1−Pr[E]

，或言 Pr[E] = E[N ]
1+E[N ]

.

证明. 由于 N ≥ 0, E[N ] 一定存在（可能为 ∞）. 如果 E 未发生，那么 N = 0，因此 E[N ] =

E[N |E]Pr[E]. 现在 condition on E 发生，我们记 i0 是最小的 i > 0 such that Xi = X0，此时
N = 1 + (number of i > i0 such that Xi = X0). 由 Markov 链的无记忆性，E[number of i >

i0 such that Xi = X0|E] = E[N ]. 由于 N ≥ 0 以及期望线性性，我们有 E[N ] = Pr[E](1 + E[N ]).
如果 Pr[E] = 1, E[N ] 只能为 ∞，否则 E[N ] = Pr[E]

1−Pr[E]
是有限数.
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由期望线性性，我们有 E[N ] =
∑

n≥1 Pr[Xn = X0]. 设 pn 表示 d = 1 时的随机游走满足 Xn = X0

的概率，由于每一维独立，有 Pr[Xn = X0] = pdn. 在剩下的答案中，我们要证明 pn = Θ(n−1/2). 这
说明，当 d ≤ 2 时，E[N ] = ∞；当 d ≥ 3 时，E[N ] < ∞. 结合引理 1，便得到题目要求的结论。

估计 pn 有多种办法，下面我们展示一种完全初等的办法. 不失一般性，可以假定 X0 = 0。注意到
给定的马尔可夫核可以直观地理解为如下两步过程：首先抛一个概率为 2/3 的硬币，根据硬币结果
决定是否留在当前状态。如果不留在当前状态，那么以 50-50 的概率 +1 或 −1. 具体来说，定义
随机变量 Zi = 1[Xi ̸= Xi−1]. 那么 Zi ∼ Bern(2/3)。condition on Z1 + · · ·+ Zn = m，Xn 等于 m

个独立随机的 ±1 的和，因此 Pr[Xn = 0|Z1 + · · ·+ Zn = m] =
(

m
m/2

)
/2m（如果 m 是偶数）。

Pr[Xn = 0] =
∑
m

Pr[Xn = 0|Z1 + · · ·+ Zn = m]Pr[Z1 + · · ·+ Zn = m]

=
∑

even m

(
m

m/2

)
2m

Pr[Z1 + · · ·+ Zn = m] =
∑

even m>n/2

(
m

m/2

)
2m

Pr[Z1 + · · ·+ Zn = m] + 2−Ω(n). (*)

最后一步利用 Chernoff bound，m ≤ n/2 的可能性可以忽略。

引理 2. 对 k ≥ 1，我们有 (
2k

k

) /
22k = Θ

(
1√
k

)
.

证明. 记 ak =
(
2k
k

)
2−2k，展开得 ak = (1− 1

2k
)ak−1.

ln ak =
k∑

i=1

log
(
1− 1

2k

)
≤ −

k∑
i=1

1

2k
≤ −1

2
log k +常数.

因而 ak = O(k−1/2). 下界类似，只需使用 ln(1− x) ≥ −x− x2 对 x ∈ [0, 1/2] 成立.

下界也可以用二阶矩估计。注意到 ak = Binom(2k, 1
2
)(k). 二项分布 Binom(2k, 1

2
) 的期望是 k，方

差是 k/2. 根据 Chebyshev 不等式，以至少 1/2 的概率落在 (k−
√
k, k+

√
k) 内。我们又知道二项

分布中，期望的概率最高。所以 ak = Binom(2k, 1
2
)(k) ≥ 1/2

2
√
k
= Ω(k−1/2).

引理 2 实际在说，存在常数 C > c > 0，使得对任意 k > 1，(
2k

k

) /
22k ∈

[
c√
k
,
C√
k

]
.

回到 (*)，我们可以得到

Pr[Xn = 0] ≤ max
even m∈(n/2,n]

(
m

m/2

)
2m

+ 2−Ω(n) ≤ C√
n/2

+ 2−Ω(n) = O
( 1√

n

)
,

Pr[Xn = 0] ≥ max
even m∈[0,n]

(
m

m/2

)
2m

· Pr[Z1 + · · ·+ Zn is even] ≥ c√
n
· 1
3
= Ω

( 1√
n

)
.

3. (6 分) 有 n 种不同卡片. 可以从一个抽卡机中，每次独立地获得一张随机卡片.

(1) 期望需要抽多少次卡，才能收集到每种卡片至少一张.
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(2) 需要抽多少次卡，才能以至少 1− 1/n 的概率收集到每种卡片至少一张. （给出一个尽量紧的
上界即可. 可以有常数倍的放松.）

解

(1) 用随机变量 X1, X2, . . . 依次表示我们抽到的卡片的种类，τk := min{m : |{X1, . . . , Xm}| = k}
表示第一次收集到 k 种不同卡片的时刻. 题目只需求解 E[τn]. 那么注意到

τn =
n∑

k=1

(τk − τk−1).

（这里额外定义 τ0 = 0.）并且 τk − τk−1 满足几何分布，其期望为 (1− k−1
n

)−1，从而我们知道

E[τn] =
n∑

k=1

(
1− k − 1

n

)−1

= n
n∑

m=1

1

m
∼ n lnn.

(2) 假设我们一共抽了 t 张卡片，对于 ∀i ∈ [n]，那么有

Pr[没有抽到第 i 种卡片] =
(n− 1

n

)t

.

由 union bound 可知，当 t = αn lnn 时，我们有

Pr[至少有一种卡片没有抽到] ≤
n∑

i=1

Pr[没有抽到第 i 种卡片] = n
(n− 1

n

)αn ln n

≤ n1−α.

也即是说，当抽卡次数不少于 2n lnn 时，至少 1− 1/n 的概率收集到每种卡片至少一张.

4. (10 分) 简单图 G 中有 n 个点, 最大度数记为 ∆. 用 C > 5∆ 种颜色对 G 随机点染色, 要求任意一
对相邻点的染色不同. 为了均匀采样一个随机染色, 我们使用 MCMC 方法. 马尔可夫核是:

• 假设当前染色为 f : V → C.

• 随机选取一个点 v ∈ C, 随机选取一个颜色 c ∈ C. (TODO 明年改成随机选取一个邻居没有的
颜色)

• 如果 v 的邻居的颜色都不是 c, 就将 v 的染色修改为 c; 否则保持染色不变.

请估算混合时间 τ(ε), 给出一个尽量好的上届.

τ(ε) = smallest t s.t. d(t) ≤ ε

d(t) = max
x

∆TV(P
t(x, ·), π)

注. 如果想用 coupling 分析 C > 2∆ 的情形, 建议用 St ⊆ V 表示 t 时刻 coupling 中两个染色一致
的点集. 考虑被 St 切的边 (一个端点在 St 中, 另一个端点在 St 外) 有怎样的影响.
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解 使用 coupling 分析, 定义马尔可夫链 {(Xt, Yt)}t≥0. 马尔可夫核是:

• 当前染色为 Xt−1, Yt−1.

• 随机选取一个点 v ∈ V . 在 v 以外的部分, 令 Xt 与 Xt−1 相同, 令 Yt 与 Yt−1 相同.

用 X = {Xt−1(u) | {u, v} ∈ E} 和 Y = {Yt−1(u) | {u, v} ∈ E} 分别表示 v 的邻居的颜色集合.

• 如果 Xt−1(v) ̸= Yt−1(v), 随机选取一个颜色 c ∈ C. 如果 c /∈ X , 就令 Xt(v) = c; 否则保持染
色不变. 如果 c /∈ Y , 就令 Yt(v) = c; 否则保持染色不变.

这样的话, Xt(v) = Yt(v) 的概率至少是
C − |X ∪ Y|

C
.

• 如果 Xt−1(v) = Yt−1(v). 从一个特定的分布采样 (c, c′). 边缘分布是均匀分布. 如果 c /∈ X , 就
令 Xt(v) = c; 否则保持染色不变. 如果 c′ /∈ X , 就令 Yt(v) = c′; 否则保持染色不变.

为了让 Xt(v) = Yt(v) 的概率尽量大, 需要适当地设置 (c, c′) 的分布. 不难做到,

Pr[c = c′ ∧ c /∈ X ∪ Y ] =
C − |X ∪ Y|

C
, Pr[c ∈ X ∧ c′ ∈ Y ] =

min(|X |, |Y|)
C

.

这样的话, Xt(v) = Yt(v)的概率是
C − |X ∪ Y|+min(|X |, |Y|)

C
=

C −min(|X \ Y|, |Y \ X |)
C

.

根据提示, 定义 St = {v|Xt(v) = Yt(v)}. 定义 Nt = |St|.

考虑 Xt−1, Yt−1 到 Xt, Yt 的马尔可夫核的采样过程.

• 如果 Xt−1(v) ̸= Yt−1(v) (即 v /∈ St−1), 只要采样得到的颜色 c 不在 X ∪ Y 中, 那么 v 在两边
的颜色都会被更新到 c. 用 E(v, S) 表示 v 和 S 之间的边数. 那么

|X ∪ Y| ≤ E(v, St−1) + 2E(v, V \ St−1) ≤ 2∆− E(v, St−1).

于是 Xt(v) = Yt(v) 的概率至少是
C−2∆+E(v,St−1)

C
.

• 如果 Xt−1(v) = Yt−1(v) (即 v ∈ St−1), Xt(v) ̸= Yt(v) 的概率至多是

min(|X \ Y|, |Y \ X |)
C

≤ E(v, V \ St−1)

C
.

观察上面的概率. 当 v /∈ St−1 时, v 与 St−1 的连边 “有益”; 当 v ∈ St−1 时, v 与 V \ St−1 的连边
“有害”. 因为 ∑

v/∈St−1

E(v, St−1) = E(V \ St−1, St−1) =
∑

v∈St−1

E(v, V \ St−1),

这两种作用恰好可以相互抵消.

具体来说, 给定 Xt−1, Yt−1 时,

E
[
Nt −Nt−1

∣∣∣ Xt−1, Yt−1

]
≥

∑
v/∈St−1

1

n

C − 2∆ + E(v, St−1)

C
−

∑
v∈St

1

n

E(v, V \ St−1)

C

=
∑

v/∈St−1

1

n

C − 2∆

C

=
n−Nt−1

n

C − 2∆

C
.
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对两边同时求期望, 可以得到

E[Nt]− E[Nt−1] =
n− E[Nt−1]

n

C − 2∆

C
.

于是解得
E[Nt] = n−

(
1− C − 2∆

nC

)t

(n− E[N0]).

当 t ≥ log(ε/n)
log(1−C−2∆

nC )
≥ nC

C−2∆
log(n/ε) 时, E[Nt] ≥ n− ε, 根据 Markov bound,

Pr[Xt ̸= Yt] = Pr[Nt ̸= n] = Pr[Nt ≤ n− 1] ≤ ε.

上述分析不依赖于 X0, Y0 的分布. 只要令 X0 是任意染色, Y0 服从稳态分布 (均匀分布), 就得到

τ(ε) ≤ nC

C − 2∆
log(n/ε).

5. (10 分) 随机图 G(n, p) 是连通的概率是多少？

(1) 证明存在常数 α > 0，使得对所有充分大的 n，G(n, α lnn/n) 是连通图的概率不高于 1/n.

(2) 证明存在常数 α > 0，使得对所有充分大的 n，G(n, α lnn/n) 是连通图的概率不低于 1− 1/n.
提示：G(n, p) 可以如此采样：先从二项分布 Binom(

(
n
2

)
, p) 中采样 m，再从 G(n,m) 中采样.

G(n,m) 可以如此采样：从没有边的图开始，每次随机添加一条新边，重复 m 次.

解

(1) 注意到任意两条边其是否存在的概率是互相独立的，因此我们可以按照任意顺序进行边的采
样. 考虑如下的采样策略实现从 G(n, p) 中采样：

• 首先任意选定一个顶点记作 v1，并开始采样 v1 与其它点是否连边. 具体来说，用 Xu,v ∈
{0, 1} 表示 u, v 之间连边的示性函数. 对于每个 u ̸= v1，我们独立地从 Bern(p) 中采样
Xv1,u.

• 采样完 v1 的邻边之后，我们任取一个剩下点中当前度数最小的，记为 v2，并采样 v2 与
其它点是否连边. 具体来说，对于每个 u /∈ {v1, v2}，我们独立地从 Bern(p) 中采样 Xv2,u.

• 更一般地，当采样完 v1, . . . , vi−1 的邻边之后，我们任取一个剩下点中当前度数最小的，记
为 vi，并采样 vi 与其它点是否连边. 具体来说，对于每个 u /∈ {v1, . . . , vi−1}，我们独立
地从 Bern(p) 中采样 Xvi,u.

• 重复这样的过程直到每对顶点之间是否连边都被采样过.

定义事件 A1, . . . , An−1. 其中

Ai := {∀j > i,Xvi,vi+1
= 0} = {vi 与 vi+1, . . . , vn 皆无连边}.
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令 k(n) = n1−δ，其中 δ > 0 是可以任意小的常数. 定义如下两个事件：

A := A1 ∨ · · · ∨ Ak = {∃i ≤ k,点 vi 与 vi+1, . . . , vn 皆无连边},

B := {v1, . . . , vk−1 一共连出了至多 n− k 条边}.

注意到 A∧B =⇒ 图中有孤立点 =⇒ 不连通. 因为 A 推出存在点 vi（i ≤ k）与 vi+1, . . . , vn

皆无连边. 如果 B 也同时成立，那么刚采样完 v1, . . . , vi−1 时，总共有不超过 n− k 条边，此
时 V \ {v1, . . . , vi−1} 至少有一个点度数为零. 特别地，此时 vi 的度数为零，vi 与 v1, . . . , vi−1

也皆无连边.

由 union bound 知，Pr[连通] ≤ Pr[¬A ∨ ¬B] ≤ Pr[¬A] + Pr[¬B]. 我们分别估计 ¬A 和 ¬B
的概率.

估计 Pr[¬A] 时，利用 A1, . . . , Ak 之间的独立性

Pr[Ai] = (1− p)n−i =
(
1− α lnn

n

)n−i

≥ e−(1−o(1))α ln n
n ·(n−k) = n−α(1−o(1)),

Pr[¬A] = Pr[¬A1 ∧ · · · ∧ ¬Ak] =
∏
i≤k

Pr[¬Ai] ≤ (1− n−α(1−o(1)))k ≤ e−n1−δ−α−o(1)

.

只要 α < 1− δ，就有 Pr[¬A] ≤ e−nΩ(1) .

注意到 v1, . . . , vk−1 一共连出的边数服从二项分布 Binom((k − 1)(n− k/2), p)，其期望是

(k − 1)(n− k/2)p = O(n1−δ lnn).

依据 multiplicative Chernoff bound，这部分边数超过 n− k 的概率 Pr[¬B] ≤ e−nΩ(1) .

Remark: v1, v2 之间连边的概率为 pn−1，远远低于 p = α lnn/n. 造成这个现象的原因，是因
为 v2 实际上是一个随机变量，v2 指代哪个点取决于哪些点与 v1 连边.

(2) 使用提示中的等价的采样策略. 我们考虑在此过程中，图上的连通分量数目. E.g., 初始时有 n

个孤立点，故连通分量数目为 n；采样第一条边之后连通分量为 n− 1.

假设某个时刻图中的连通分量数目为 k + 1，那么采样下一条边之后连通分量数目变为 k 的概
率至少为

1−
(
n−k
2

)(
n
2

) ≥ k

n
.

和第一题进行比较. 从连通分量为 k+1 到连通分量为 k 的次数（在某个 coupling 下）小于第
一题中从已集 n− k − 1 种卡片到已集 n− k − 1 种卡片之间抽的卡片数 τn−k − τn−k−1. 因此
连通需要的边数（在某个 coupling 下）小于集齐 n 中卡片需要的抽卡次数.

这样由第一题的结论可以知道当边数 m = 3n lnn 时，G 连通的概率不低于 1 − O(1/n2). 只
需选取 α = 4，这样 E[m] = 4n lnn，由 multiplicative Chernoff bound 知 w.h.p. m ≥ 3n lnn，
从而结论成立.
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