
信息论
请在 12 月 12 日课前提交纸质作业.

1. (10 分) 本题中，信息熵 H 使用 2 作为底数. 令 PXY 为一个支撑有限 X ×Y 上的联合分布. 令常
数 λ1, λ2 满足 λ1 > H(X|Y )，λ2 > H(Y |X)，λ1 + λ2 > H(X,Y ).
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(1) 请构造两个压缩函数 E1 : X n → {0, 1}⌊λ1n⌋，E2 : X n → {0, 1}⌊λ2n⌋，和一个解压缩函数
D : {0, 1}⌊λ1n⌋+⌊λ2n⌋ → (X × Y)n，并证明

Pr
((X1,Y1),...,(Xn,Yn))∼(PXY )n

[
D(E1(X1, . . . , Xn), E2(Y1, . . . , Yn)) ̸= ((X1, Y1), . . . , (Xn, Yn))

]
≤ 2−Θ(n).

(2) 如果改变参数，满足如下条件之一：a) λ1 < H(X|Y )，b) λ2 < H(Y |X)，c) λ1+λ2 < H(X,Y ).
说明这时不能构造满足前一问要求的压缩函数和解压缩函数.

2. (8 分) (n,m, k)-纠错码是一对映射 E : {0, 1}n → {0, 1}m，D : {0, 1}m → {0, 1}n 满足

∀x ∈ {0, 1}n, ∀c ∈ {0, 1}m,∆(c, E(x)) ≤ k =⇒ D(c) = x.

这里 ∆ 表示汉明距离（Hamming distance）.

(1) 证明存在常数 α. 当 m > 4k 且 m ≥ 2n+ αk ln(m/2k) 时，存在 (n,m, k)-纠错码.
提示：可以使用不等式 log p·log(1−p)

log e
≤ h(p) ≤ log p·log(1−p)

log 2
. 其中 h(p) 表示 Bern(p) 的熵.

(2) 证明存在常数 α. 当 m > 4k 且 m ≥ n+ αk ln(m/2k) 时，存在 (n,m, k)-纠错码.

3. (10 分) 在有限空间 Ω 上有两个分布 P,Q. 区分器 D 是一个输入域为 Ω, 输出域为 {0, 1} 的算法
(更准确地说, 是 kernel). 我们希望让伪阳性概率 εFP 和伪阴性概率 εFN 尽量小.

εFP = Pr
X∼P

[D(X) → 1], εFN = Pr
X∼Q

[D(X) → 0].

(1) 定义 likelihood ratio 为 L : Ω → [−∞,+∞], L(x) = log(Q(x)
P (x)

).
证明: 对任何区分器 D, 存在算法 D′ : [−∞,+∞] → {0, 1}, 使得

Pr
X∼P

[D(X) → 1] = Pr
X∼P

[D′(L(X)) → 1], Pr
X∼Q

[D(X) → 0] = Pr
X∼Q

[D′(L(X)) → 0].

(2) 证明: 为了最小化 εFP, εFN, 只须考虑如下的 likelihood ratio test 区分器 Dτ,θ

Dτ,θ(x) =


1, if L(x) > τ

Bern(θ), if L(x) = τ

0, if L(x) < τ
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(3) 改为区分 Pn 和 Qn. 这时区分器是输入域为 Ωn, 输出域为 {0, 1} 的算法. 随着 n 的增长, 是
否可以让 εFP, εFN 分别以 exp(−nα), exp(−nβ) 的速度趋近于 0?
具体来说, 请确定以下区域的边界(α, β) ∈ R2

+

∣∣∣∣∣∣∣对任意充分大的 n, 存在区分器 D, 同时满足
Pr

X∼P
[D(X) → 1] ≤ exp(−nα)

Pr
X∼Q

[D(X) → 0] ≤ exp(−nβ)


为了统一记号, 对任意 λ ∈ [0, 1], 定义分布 Pλ 为 Pλ(x) ∝ (P (x))1−λ(Q(x))λ.
提示：上次作业第 3 题.

4. (8 分) 有两个相互独立的秘密，分别用随机变量 C0, C1 表示，满足 H[C0] = H[C1] = n > 0. 根
据 C0, C1，用一个随机算法生成 A0, A1, B0, B1. Alice 选择 α ∈ {0, 1}，并获得 Aα. Bob 选择
β ∈ {0, 1}，并获得 Bβ. 我们要求，无论 (α, β) 是多少：

• Alice 和 Bob 各自都没有得到 (C0, C1) 的任何信息；

• Alice 和 Bob 联合起来可以知道 Cαβ，但没有得到 C1−αβ 的任何信息.

请问 A0, A1, B0, B1 可以有多短.

(1) 将两条要求用信息量（熵、条件熵、互信息等）表示.

(2) 证明 max(H[A0],H[A1],H[B0],H[B1]) > n.

(3) 证明 max(H[A0],H[A1],H[B0],H[B1]) ≥ 1.5n.

(4) (0 分) 证明上一问的界是紧的. 构造 C0, C1 的分布，以及生成 A0, A1, B0, B1 的随机算法.
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