
散度，集中不等式
参考答案

1. (3 分) 对于随机变量 X,Y，我们定义了信息熵、条件 (信息) 熵、互信息

H[X] =
∑
x

Pr[X = x] log 1

Pr[X = x]
= E

[
log 1

PX(X)

]
,

H[X|Y ] =
∑
x,y

Pr[X = x, Y = y] log 1

Pr[X = x|Y = y]
= E

[
log 1

PX|Y (X|Y )

]
,

I[X;Y ] = H[X]−H[X|Y ].

考虑事件 E 或另一随机变量 Z，还定义了条件互信息

I[X;Y |E] = H[X|E] +H[Y |E]−H[X,Y |E]

I[X;Y |Z] =
∑
z

Pr[Z = z]I[X;Y |Z = z].

如果我们定义三个随机变量之间的互信息为

I[X;Y ;Z] = H[X] +H[Y ] +H[Z]−H[X,Y ]−H[X,Z]−H[Y, Z] +H[X,Y, Z].

(1) 证明 I[X;Y ;Z] = I[X;Y ]− I[X;Y |Z].

(2) 举例说明 I[X;Y ;Z] 可以大于零，也可以小于零. 也就是说，泄露额外信息 Z 后，X,Y 之间
的互信息可能增加，也可能减少.

解

(1) 展开整理即得.

(2) 令 X,Y 是独立同分布的均匀伯努里 Bern(1/2). 令 Z = X ⊕ Y . 容易验证，I[X;Y ] = 0，
I[X;Y |Z] = log 2，因此 I[X;Y ;Z] = − log 2 < 0.

另一方面，I[X;X;X] = I[X;X]− I[X;X|X] = log 2 > 0.

2. (8 分) 完成以下关于 Chernoff bound 的证明.

(1) (0 分) 两个 Bernoulli 分布间的 KL 散度可以简记为 d(p∥q) := D(Bern(p)∥Bern(q)). 证明
d(p∥q)/ log e ≥ 2(p− q)2.
Remark: 除以 log e 等价于使用 e 作底数.

(2) (0 分) 设随机变量 (X1, . . . , Xn) ∼ (Bern(p))n，即它们独立地服从 Bern(p). 对任意 t > 0，

Pr
[X1 + · · ·+Xn

n
≥ q

]
= Pr[et(X1+···+Xn) ≥ etqn] ≤

Markov’s bound

E[et(X1+···+Xn)]

etqn
=

(E[etX1 ]

etq

)n

.
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当 0 ≤ p ≤ q ≤ 1 时，请选取合适的 t 使得上式最紧. 得到的结果应为

Pr
[X1 + · · ·+Xn

n
≥ q

]
≤ exp(−n · d(q∥p)).

Remark: 对称地，当 0 ≤ q ≤ p ≤ 1 时，可以证明

Pr
[X1 + · · ·+Xn

n
≤ q

]
≤ exp(−n · d(q∥p)).

(3) 设 (X1, . . . , Xn) ∼ P1P2 . . . Pn，即它们相互独立. 每个 Pi 都是 [0, 1] 上的期望等于 p 的分布.
证明当 0 ≤ p ≤ q ≤ 1 时，

Pr
[X1 + · · ·+Xn

n
≥ q

]
≤ exp(−n · d(q∥p)).

提示：比较 EX∼Pi
[etX ] 和 EX∼Bern(p)[e

tX ] 的大小.

(4) 有 m > n个球，其中 pm个是白球. 从中无放回的随机选取 n个球. 用随机变量 (X1, . . . , Xn)

表示这 n 次选取的结果. Xi = 1 表示第 i 个球是白球，Xi = 0 表示第 i 个球不是白球. 显然
E[Xi] = p. 证明当 0 ≤ p ≤ q ≤ 1 时，

Pr
[X1 + · · ·+Xn

n
≥ q

]
≤ exp(−n · d(q∥p)).

解

(1) 定义 fq(p) = d(p∥q)/ log e.

fq(p) = p ln p

q
+ (1− p) ln 1− p

1− q

f ′
q(p) = ln p

q
− ln 1− p

1− q

f ′′
q (p) =

1

p
+

1

1− p

可以看出，fq(q) = 0，f ′
q(q) = 0 而且 f ′′

q (p) ≥ 4. 这足以说明 fq(p) ≥ 2(p− q)2.

(2) 定义 f(t) = ln E[etX1 ]
etq

= ln(pet + 1− p)− tq. 对 f 求导

f ′(t) =
pet

pet + 1− p
− q.

f ′ 单调递增，且存在唯一 t∗ 使得 f ′(t∗) = 0. 这说明 f 的最小值点为 t∗ = ln( q
1−q

1−p
p
) > 0.

min
t>0

f(t) = f(t∗) = ln
(
p

q

1− q

1− p

p
+ 1− p

)
− q ln

( q

1− q

1− p

p

)
= −d(p∥q).

(3) 只需说明 EX∼Pi
[etX ] ≤ EX∼Bern(p)[e

tX ]. 证明的其余部分和 Bernoulli 分布的情况相同.

不妨定义一个从 [0, 1] 到 {0, 1} 的 kernel PY |X 使得 PY |X=x = Bern(x). 换言之，

PY |X(y|x) =

x, if y = 1

1− x, if y = 0
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对任意 [0, 1] 上期望等于 p 的分布 PX，考虑 (X,Y ) ∼ PXPY |X . 因为 E[Y ] = E[E[Y |X]] =

E[X] = p，所以 Y ∼ Bern(p). 对任何 x ∈ Supp(Pi)，因为指数函数的凸性，

E[etY |X = x] ≥ etE[Y |X=x] = etx.

进而
E[etY ] = E[E[etY |X]] ≥ E[etX ].

(4) 只需证明对任何 t > 0，
E[et(X1+···+Xn)] ≤ E

X∼Bern(p)
[etX ]n.

证明的其余部分和 Bernoulli 分布的情况相同.

我们递归地证明这个命题. 当 n = 1 时，命题显然成立. 下面假设命题对 n− 1 成立，我们证
明命题对 n 也成立. 考虑 Xn 的条件分布，

Pr[Xn = 1|X1 + · · ·+Xn−1 = s] =
pm− s

m− n+ 1
.

不难看出 s 越大，Xn 的条件期望就越小. 类似地，et(X1+···+Xn−1) 越大，et(Xn) 的条件期望就
越小. 因此

E[et(X1+···+Xn)] = E[et(X1+···+Xn−1) E[et(Xn)|et(X1+···+Xn−1)]]

≤ E[et(X1+···+Xn−1)]E[et(Xn)] ≤ E
X∼Bern(p)

[etX ]n.

第一个不等号可以抽象化为一个类似排序不等式的引理：对任意非负实数上的分布 P 和任
意单调递减的函数 f，EX∼P [Xf(X)] ≤ EX∼P [X]EX∼P [f(X)]. 其中 X 对应 et(X1+···+Xn)，
f(v) := E[et(Xn)|et(X1+···+Xn−1) = v]. 引理的证明如下：

E
X∼P

[X] E
X∼P

[f(X)] =
∑
x

P (x)x
∑
y

P (y)f(y)

=
∑
x

P 2(x)xf(x) +
∑
x<y

P (x)P (y)xf(y) +
∑
x>y

P (x)P (y)xf(y)

=
∑
x

P 2(x)xf(x) +
∑
x<y

(
P (x)P (y)xf(y) + P (x)P (y)yf(x)

)
≤

∑
x

P 2(x)xf(x) +
∑
x<y

(
P (x)P (y)xf(x) + P (x)P (y)yf(y)

)
=

∑
x

P 2(x)xf(x) +
∑
x ̸=y

P (x)P (y)xf(x)

=
∑
x

∑
y

P (x)P (y)xf(x)

=
∑
x

P (x)xf(x)

= E
X∼P

[Xf(X)]
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3. (10 分) 根据 Sanov’s Theorem 我们可以看出，Chernoff bound 对于

Pr
(X1,...,Xn)∼(Bern(p))n

[X1 + · · ·+Xn

n
≥ q

]
的估计已经很精确，指数上的系数是紧的. 这个估计对非 Bernoulli 分布是否也同样精确？

考虑有限个正实数上的分布 P . 记 Supp(P ) = {v1, . . . , vT } ⊆ R+. 记 pi := P (vi) > 0. 这个分布的
期望是 v̄ =

∑
pivi. 考虑任意 b ∈ (v̄,maxi vi)，定义

Q∗ = arg min
分布 Q

EX∼Q[X]≥b

D(Q∥P ).

根据 Sanov’s Theorem，

Pr
(X1,...,Xn)∼Pn

[X1 + · · ·+Xn

n
≥ b

]
≤ (n+ 1)T · exp(−n ·D(Q∗∥P )).

而根据 Chernoff bound，

Pr
(X1,...,Xn)∼Pn

[X1 + · · ·+Xn

n
≥ b

]
≤ min

t>0

(EX∼P [e
tX ]

etb

)n

.

请问是否存在 P, b 使得 Chernoff bound 的估计要弱于 Sanov’s Theorem？

提示：拉格朗日乘数.

解 不存在.

首先考虑 Sanov’s Theorem 一边. 用 q1, . . . , qT 表示 Q 分布下的概率. Q∗ 是如下优化问题的解

最小化 f(q1, . . . , qT ) :=
∑
i

qi ln
( qi
pi

)
= D(Q∥P )/ log e

约束： (1)
∑
i

qivi ≥ b

(2)
∑
i

qi = 1

(3) ∀i qi ≥ 0

约束条件是有界闭集而 f 连续，所以最小值一定存在. 对最小值点 Q∗ 来说，条件 (2) 显然是紧的.
条件 (1) 也是紧的，因为从任何 P 到 Q 的连线上，f(εQ+ (1− ε)P ) 都单调地增长（ε ∈ [0, 1]）.
而条件 (3) 是松的，不妨考虑任何一个满足 (1)(2) 的分布 Q 且满足 qi = 0，我们来说明 Q 不是极
小值点. 计算偏导

∂f

∂qi
= ln

( qi
pi

)
+ 1,

在 qi = 0 的位置， ∂f
∂qi

(Q) = −∞，这提示我们微调 qi 的值会使函数值更小. 严格来说，可以分两
种情况讨论

• 如果存在 j, k 使得 qj , qk > 0：定义 Qε 为

Qε(vx) =



ε, if x = i

qj + Cjε, if x = j

qk + Ckε, if x = k

Q(vx) = qx, otherwise

其中 Cj , Ck 是
1 + Cj + Ck = 0

vi + vjCj + vkCk = 0
的解
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这样对足够小的 ε ≥ 0，Qε 满足 (1)(2)(3). 同时 Q0 = Q, d
dε
f(Qε)|ε=0 = −∞. 因此 Q 不是

极小值点.

• 如果存在 k 使得 qk = 1：根据现有的条件，这说明 vk = b ∈ (minx vx,maxx vx). 因此一定存
在 j 使得 vi < vk < vj 或 vi > vk > vj . 定义 Qε 为

Qε(vx) =



Ciε, if x = i

Cjε, if x = j

1− ε, if x = k

Q(vx) = 0, otherwise

其中 Ci, Cj 是
Ci + Cj − 1 = 0

viCi + vjCj − vk = 0
的解

同样的论证可以说明 Q 不是极小值点.

使用拉格朗日乘数法，存在 A,B 使得

∂

∂qi

(
f(Q) +A

∑
j

qjvj +B
∑
j

qj

)
= ln

( qi
pi

)
+ 1 +Avi +B

在极小值点等于 0. 不妨令 t = −A，那么在极小值点处

qi = pie
−1−Avi−B ∝ pie

tvi .

因为 Q 是概率，所以 B 的取值一定会令

qi =
pie

tvi∑
j pje

tvj
.

定义 Ct =
∑

j pje
tvj，定义 Qt 为 Qt(vi) = pie

tvi/Ct. 已经证明存在 t 使得 Q∗ = Qt. 注意到 Qt 的
期望随着 t 严格单调增加，因此存在唯一的 t∗ > 0 满足

b = E
X∼Qt∗

[X] =

∑
i vipie

t∗vi∑
i pie

t∗vi

同一个 t 使得 Q∗ = Qt∗ 成立.

再考虑 Chernoff bound 一边.

Pr
(X1,...,Xn)∼Pn

[X1 + · · ·+Xn

n
≥ b

]
≤ min

t>0

(EX∼P [e
tX ]

etb

)n

≤
(EX∼P [e

t∗X ]

et∗b

)n

.

只需再证明

ln
(EX∼P [e

t∗X ]

et∗b

)
= −D(Q∗∥P )/ log e.

简单验证即可

左边 = ln( E
X∼P

[et
∗X ])− t∗b = ln

(∑
i

pie
t∗vi

)
− t∗b = lnCt∗ − t∗b

右边 = −
∑
i

Q∗(vi) ln
Q∗(vi)

pi
= −

∑
i

Q∗(vi) ln
et

∗vi

Ct∗
= lnCt∗ − t∗

∑
i

Q∗(vi)vi = lnCt∗ − t∗b
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4. (3 分) 证明散度的 data-processing 不等式. 对任意 PX , QX 和 kernel PY |X , 令 PY = PX ◦ PY |X ,
QY = QX ◦ PY |X (也就是说, PY , QY 分别是 PXY = PXPY |X , QXY = QXPY |X 的边缘分布). 证明

D(PX∥QX) ≥ D(PY ∥QY ).

Remark: 互信息的 data-processing不等式可以由散度的 data-processing不等式推出. 如果 X,Y, Z

的依赖关系可以用有向图 X → Y → Z 表示 (即 PXY Z = PXPY |XPZ|Y ), 注意到

I(X;Y ) = D(PXY ∥PXPY ), I(X;Z) = D(PXZ∥PXPZ).

只需定义一个合适的 kernel 便证明了互信息的 data-processing 不等式 I(X;Y ) ≥ I(X;Z).

解 对 D(PXY ∥QXY ) 使用散度的 chain rule 两次.

D(PXY ∥QXY ) = D(PX∥QX) +D(PY |X∥QY |X |PX)︸ ︷︷ ︸
=0

,

D(PXY ∥QXY ) = D(PY ∥QY ) +D(PX|Y ∥QX|Y |PY )︸ ︷︷ ︸
≥0

.

5. (3 分) 使用 data-processing 不等式，证明√
1

2 log eD(P∥Q) ≥ ∆(P,Q)

这里 ∆(P,Q)表示 P,Q之间的统计距离（statistical distance，也可以更精确地称为 total variation
distance）

∆(P,Q) =
1

2

∑
x

|P (x)−Q(x)| = max
事件 E

(P (E)−Q(E)).

解 用 E∗ 表示统计距离的定义中最能区分分布 PX , QX 的事件

E∗ = arg max
事件 E

(PX(E)−QX(E)).

定义条件概率 PZ|X

PZ|X(1|x) = 1 if x ∈ E PZ|X(0|x) = 1 if x /∈ E

因此 Bern(PX(E)),Bern(QX(E)) 分别是 PXPY |X 和 QXPY |X 的边缘分布. 根据 data-processing
不等式，

D(PX∥QX) ≥ D(Bern(PX(E))∥Bern(QX(E))) ≥ 2 log e·(PX(E)−QX(E))2 = 2 log e·∆(PX , QX)2.

6. (4 分) 证明对于服从任意联合分布的随机变量 X,Y, Z，

2H[X,Y, Z] ≤ H[X,Y ] +H[X,Z] +H[Y, Z].
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据此证明 Shearer引理：令 Ω是 R3 上 n个点组成的集合，Ω向三个坐标平面投影分别有 n1, n2, n3

个像，那么 n2 ≤ n1n2n3. 并说明何时可以取到等号.

解 先证明这个熵不等式.

H[X,Y ] +H[X,Z] +H[Y, Z]− 2H[X,Y, Z]

= H[X,Y ]−H[Y |X,Z]−H[X|Y, Z]

≥ H[X,Y ]−H[Y |X]−H[X|Y, Z]

= H[X]−H[X|Y, Z] ≥ 0.

不等式取等号的必要条件是 H[X] = H[X|Y, Z]，也就是 X 与 (Y, Z) 独立. 由对称性，不等式取等
号的必要条件 X,Y, Z 相互独立. 不难验证这也是充分条件.

令随机变量 (X,Y, Z) 是从 Ω 中随机选取的一个点的坐标，那么 H[X,Y, Z] = logn. 根据题目条
件，(X,Y ), (X,Z), (Y, Z) 的支撑集大小分别为 n1, n2, n3，所以 H[X,Y ],H[X,Z],H[Y, Z] 分别不
超过 logn1, logn2, logn3. 根据刚刚证明的熵不等式，

2 logn = H[X,Y, Z] ≤ H[X,Y ] +H[X,Z] +H[Y, Z] ≤ logn1 + logn2 + logn3.

也就是题目要求的 n2 ≤ n1n2n3.

不等式取等号，首先需要熵不等式取等号. 根据之前的讨论，必要条件是 X,Y, Z 相互独立，这时
支撑集 Ω 一定是一个笛卡尔积 Ω = Supp(X) × Supp(Y ) × Supp(Z). 不难验证，Ω 是笛卡尔积也
是 n2 = n1n2n3 的充分条件.

7. (4 分) 考虑 Markov kernel PY |X : {0, 1}×{0, 1} → R，PY |X(0|0) = 1，PY |X(0|1) = PY |X(1|1) = 1
2
.

(1) 找到 P ∗
X 使得 I(X;Y ) 最大，其中 (X,Y ) ∼ P ∗

XPY |X . 这个最大值被称作 PY |X 的容量.

(2) 令 P ∗
X 是前一问找到的分布. 定义 P ∗

Y 为 P ∗
XPY |X 的边缘分布. 请计算 I(X;Y )，D(PY |X=0∥P ∗

Y )

和 D(PY |X=1∥P ∗
Y ) 的值.

(3) (0 分) 现在考虑任意 Markov kernel PY |X : Y × X → R. 为了保证最值存在，我们要求 X ,Y
都是有限集合. 证明

max
PX

I(X;Y ) = max
PX

min
QY

D(PY |X∥QY |PX) = min
QY

max
PX

D(PY |X∥QY |PX).

课上我们定义了

D(PY |X∥QY |X |PX) =
∑
x

PX(x)D(PY |X=x∥QY |X=x) = D(PXPY |X∥PXQY |X).

类似地，可以自然地定义 D(PY |X∥QY |PX)，只需将 QY 视作一个退化的 kernel

D(PY |X∥QY |PX) =
∑
x

PX(x)D(PY |X=x∥QY ) = D(PXPY |X∥PXQY ).
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解

(1) 不难证明 P ∗
X = Bern( 2

5
) 使 I(X;Y ) 最大.

(2) I(X;Y ) = D(PY |X=0∥P ∗
Y ) = D(PY |X=1∥P ∗

Y ) = log 5
4
.

(3) 首先证明第一个等号. 我们知道

D(PY |X∥QY |PX) = D(PY |X∥PY |PX) +D(PY ∥QY )

因而
max
PX

min
QY

D(PY |X∥QY |PX) = max
PX

(
D(PY |X∥PY |PX) +min

QY

D(PY ∥QY )
)

= max
PX

D(PY |X∥PY |PX)

= max
Px

I(X;Y )

用 P ∗
X 表示使 I(X;Y ) 最大的的 PX，定义 P ∗

Y 为 P ∗
XPY |X 的边缘分布，有

max
Px

I(X;Y ) = D(PY |X∥P ∗
Y |P ∗

X)

为了证明第二个等号，只需证明

∀PX , D(PY |X∥P ∗
Y |PX) ≤ D(PY |X∥P ∗

Y |P ∗
X), (*)

因为 (*) 可以推出

min
QY

max
PX

D(PY |X∥QY |PX) ≤ max
PX

D(PY |X∥P ∗
Y |PX) ≤ D(PY |X∥P ∗

Y |P ∗
X)

= max
Px

I(X;Y ) ≤ max
PX

min
QY

D(PY |X∥QY |PX) ≤ min
QY

max
PX

D(PY |X∥QY |PX).

为了证明 (*)，对于任意 λ ∈ [0, 1]，定义随机变量 Z,Xλ, Yλ 满足 Z → Xλ → Yλ. 其中

• Z ∼ Bern(λ).

• Xλ 条件于 Z 的分布是 PXλ|Z=0 = P ∗
X 而 PXλ|Z=1 = PX . 因而 Xλ 的边缘分布是 PXλ

=

λPX + (1− λ)P ∗
X .

• Yλ 条件于 Xλ 的分布是 PY |X .

I(P ∗
X ;PY |X) ≥ I(Xλ;Yλ) = I(Z,Xλ;Yλ)

= I(Z;Yλ) + I(Xλ;Yλ|Z)

= D(PYλ|Z∥PYλ
|PZ) + I(Xλ;Yλ|Z)

= λD(PY ∥PYλ
) + (1− λ)D(P ∗

Y ∥PYλ
) + λI(X;Y ) + (1− λ)I(P ∗

X ;PY |X)

≥ λD(PY ∥PYλ
) + λI(X;Y ) + (1− λ)I(P ∗

X ;PY |X)

也就是
λI(P ∗

X ;PY |X) ≥ λD(PY ∥PYλ
) + λI(PX ;PY |X).
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两边除以 λ，再取 λ → 0 的极限，得到

I(P ∗
X ;PY |X) ≥ D(PY ∥P ∗

Y ) + I(PX ;PY |X).

现在可以推出 (*)

D(PY |X∥P ∗
Y |PX) = D(PY |X∥PY |PX) +D(PY ∥P ∗

Y ) = I(PX ;PY |X) +D(PY ∥P ∗
Y )

≤ I(P ∗
X ;PY |X) = D(PY |X∥P ∗

Y |P ∗
X).
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