
计数
参考答案

1. (4 分) 给定一个函数 f : 2[n] → R. 证明如果定义 f̃(S) =
∑

T⊇S f(T )，那么

f(S) =
∑
T⊇S

(−1)|T\S|f̃(T ).

Remark: 对于一组有限集 A1, . . . , An 和 Ω = A1 ∪A2 ∪ · · · ∪ An. 如果定义

f(S) = |{x ∈ Ω|∀i ∈ [n], x ∈ Ai ⇐⇒ i ∈ S}|,

那么题目结论可以推出容斥原理.

Remark: 对称地，如果定义 f̂(S) =
∑

T⊆S f(T )，那么

f(S) =
∑
T⊆S

(−1)|S\T |f̂(T ).

解 ∑
T⊇S

(−1)|T\S|f̃(T ) =
∑
T⊇S

(−1)|T\S|
∑
U⊇T

f(U)

=
∑
U⊇S

f(U)
∑

T s.t. U⊇T⊇S

(−1)|T\S|

=
∑
U⊇S

f(U)
∑

T⊆U\S

(−1)|T |

=
∑
U⊇S

f(U)

1, if U = S,

0, if U ⊋ S.

= f(S).

2. (10 分) 令 M ∈ Matn,n(F) 是一个有限域 F 上的 n × n 矩阵. 定义 M 是一个 MDS（maximum
distance separable）矩阵，当且仅当对任何不同的 x, x′ ∈ Fn，(Mx, x) 和 (Mx′, x′) 至少在 n + 1

个位置不同. 不难证明以下命题等价，

a. M 是 MDS 矩阵；

b. M 可逆，且 M−1 是 MDS 矩阵；

c. M 的任何子矩阵满秩；

d. 考虑方程 (y1, . . . , yn) = M(x1, . . . , xn)，任意固定 x1, . . . , xn, y1, . . . , yn 中的 n 个变量，方程
仍有解；
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e. 考虑方程 (y1, . . . , yn) = M(x1, . . . , xn)，任意固定 x1, . . . , xn, y1, . . . , yn 中的 n 个变量，方程
有唯一解.

由等价命题 c 可以看出，当 |F| 足够大时，大部分矩阵都是 MDS 矩阵. 因此，可以说 MDS 刻画
了“一般的”矩阵.

(1) 若M ∈ Matn,n(F)是一个MDS矩阵，求出满足 (xn+1, . . . , x2n) = M(x1, . . . , xn)且 x1, . . . , x2n

均不为 0 的解的个数.
提示：对每个集合 S ⊆ [2n]，计算满足 (xn+1, . . . , x2n) = M(x1, . . . , xn) 且 xi = 0 ⇐⇒ i ∈ S

的解的个数.

(2) 记上问求出的解的个数为 L. 证明 ∣∣∣∣L− (|F| − 1)2n

|F|n

∣∣∣∣ ≤ 22n .

解

(1) 对每个集合 S ⊆ [2n]，定义 f(S) 为计算满足 (xn+1, . . . , x2n) = M(x1, . . . , xn) 且 xi =

0 ⇐⇒ i ∈ S 的解的个数. 定义 f̃(S) =
∑

T⊇S f(T )，那么 f̃(S) 就是满足 (xn+1, . . . , x2n) =

M(x1, . . . , xn) 且 i ∈ S =⇒ xi = 0 的解的个数. 注意到，f̃(S) 就是线性空间

VS :=
{
(x1, . . . , x2n)

∣∣ (xn+1, . . . , x2n) = M(x1, . . . , xn), ∀i ∈ S, xi = 0
}

的大小. 计算线性空间的大小，只需计算其维度即可. V∅ 的维度是 n. S 中的每增加一个元素，
代表增加了一个线性条件，维度最多减少 1. 也就是说

dimVS ≥ dimVS∪{i} ≥ dimVS − 1.

另一方面，根据 M 是 MDS 的性质 e，我们知道，当 |S| ≥ n 时，VS 的维度等于 0. 综合 V∅

和 VS , |S| ≥ 0 的情况，我们有

dimVS =

n− |S| if |S| < n

0 if |S| ≥ n
f̃(S) =

|F|n−|S| if |S| < n

1 if |S| ≥ n
= |F|max(n−|S|,0).

第一问要求的就是 f(∅) 的值. 根据第 1 题的结论，

f(∅) =
∑
S

(−1)S f̃(S) =
∑
S

(−1)S |F|max(n−|S|,0) =
2n∑
i=0

(−1)i|F|max(n−i,0)

(
2n

i

)
.

(2) 定义函数 g̃

g̃(S) := |F|n−|S|.

这里 g̃ 的定义使得 |g̃(S) − f̃(S)| ≤ 1 对任何 S 都成立；而 g 由 g(S) =
∑

T⊇S(−1)|T\S|g̃(T )

自然地诱导出：
g(S) := (|F| − 1)2n−|S|/|F|n,
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这样

|f(S)− g(S)| =

∣∣∣∣∣∑
T⊇S

(−1)|T\S|(f̃ − g̃)(T )

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
T⊇S

∣∣∣(−1)|T\S|(f̃ − g̃)(T )
∣∣∣ = ∑

T⊇S

1 = 22n−|S|.

特别地，当选取 S = ∅ 时，∣∣∣∣L− (|F| − 1)2n

|F|n

∣∣∣∣ = |f(∅)− g(∅)| ≤ 22n.

3. (8 分) 令 tn 表示 n 个带标号的点组成的有根树的个数. 不妨令 t0 = 0. 其初始几项为

t0 = 0, t1 = 1, t2 = 2, t3 = 9, t4 = 64, . . .

(1) 求出 tn 的通项公式.
提示：考虑这样一个过程, 每次删除标号最小的叶子, 并记录被删除点的父节点.

(2) 考虑 tn 的 EGF T (x) =
∑

i
tn
n!
xn. T (x) 是一个简洁的方程的解, 请找到这个 (超越) 方程.

解

(1) tn = nn−1.

设标号集合为一个全序集 S. 根据提示, 考虑这样一个过程, 每次删除标号最小的叶子, 并记录
被删除点的父节点. 这样定义了一个从带标号有根树到 Sn−1 的映射. 将这个映射记作 ϕS .

接下来, 我们证明 ϕS 是一个双射. 也就是给定任意序列 (a1, . . . , an−1) ∈ Sn−1, 都存在唯一的
原像. 注意到序列中出现的点是所有非叶子节点. 因此 S \ {ai} 是所有叶子节点的集合, 这个
集合一定非空. 令 b 是集合中的最小值, 那么 b 就是第一个被删除的节点, 且 b 是 a 的孩子.

注意到, 删除 b 后, 剩下的树被 ϕS\{b} 映射到 (a2, . . . , an−1). 我们归纳地假设当点数更少时 ϕ

是双射, 因此有唯一原像 ϕ−1
S\{b}(a2, . . . , an−1). 将 b 添加为 a 的孩子便得到了 (a1, . . . , an−1)

的唯一原像.

(2) 令 fn 表示 n 个带标号的点组成的有根树的森林的个数. 用 F (x) 表示其生成函数.

一颗有根树的根节点有 n 种选择, 删去根节点后得到 n − 1 个组成的森林. 因此 tn = nfn−1.
故

T (x) =
∑
n≥1

tn
xn

n!
=
∑
n≥1

nfn−1
xn

n!
=
∑
n≥1

fn−1
xn

(n− 1)!
=
∑
n≥0

fn
xn+1

n!
= xF (x).

另一方面,一个 n个点的森林,是将 n个点任意分划为若干组,每组中的点组成一个有根树. 故

F (x) =
∑
k

1

k!
T k(x)︸ ︷︷ ︸

n 点 k 树的森林数目

= eT (x).

所以 T (x) = xeT (x).
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4. (4 分) 用 C ≥ 6种颜色对立方体进行面染色，要求相邻面的颜色不能相同. 求有多少种不同的染色
方案. 两个染色方案等价，当且仅当其中一种方案可以经过旋转 (不包括镜像) 转化为另一种方案.

解 立方体旋转群的阶为 24, 各个旋转的不动点个数如下表：
旋转群 个数 不动点个数

不动 1
C(C − 1)(C − 2)2 + 2C(C − 1)(C − 2)(C − 3)2

+ C(C − 1)(C − 2)(C − 3)(C − 4)2

面心-面心 ±90◦ 6 0
面心-面心 180◦ 3 C(C − 1)(C − 2)2

棱心-棱心 180◦ 6 0
对顶角线 ±120◦ 8 0

由 Burnside 引理，非等价方案数

1

24
(C(C − 1)(C − 2)2 + 2C(C − 1)(C − 2)(C − 3)2

+ C(C − 1)(C − 2)(C − 3)(C − 4)2 + 3C(C − 1)(C − 2)2)

=
1

24
C(C − 1)(C − 2)(C3 − 9C2 + 32C − 38)

5. (8 分) 考虑从 (0, 0) 到 (n, n) 的长度为 2n 的路径 (每次向上或向右走一步)

p⃗ = [(x0, y0), (x1, y1), · · · , (x2n, y2n)]

其中 (x0, y0) = (0, 0), (x2n, y2n) = (n, n), ∀0 < i ≤ 2n (xi − xi−1, yi − yi−1) ∈ {(0, 1), (1, 0)}. 称
路径 p⃗ 不降，如果 ∀0 ≤ i ≤ 2n, yi ≥ xi. 将一条不降路径沿着 (0, n)(n, 0) 的连线翻转，可以
得到一条不降路径. 计算考虑这种翻转后，仍然不等价的不降路径数目. 严格来说，称路径 p⃗ =

[(x0, y0), · · · , (x2n, y2n)] 和路径 q⃗ = [(x′
0, y

′
0), · · · , (x′

2n, y
′
2n)] 等价，如果

∀0 ≤ i ≤ 2n, xi + y′2n−i = yi + x′
2n−i = n.

问有多少个不降路径的等价类？

解 不考虑翻转，不降路径数目为
(
2n
n

)
−
(

2n
n−1

)
.

接下来考虑对翻转不动的不降路径数目. 这等于从 (0, 0) 到对角线 (从 (n, 0) 到 (0, n) 的连线) 上的
任意一点的不降路径的数目. 考虑对角线上任意一点 (i, n− i), 从 (0, 0) 到 (i, n− i) 的不降路径的
数目为

(
n
i

)
−
(

n
i−1

)
. 因此对翻转不动的不降路径数目为:

∑⌊n/2⌋
i=0 (

(
n
i

)
−
(

n
i−1

)
) =

(
n

⌊n/2⌋

)
.

由 Burnside 引理，不降等价类数目 1
2

((
2n
n

)
−
(

2n
n−1

)
+
(

n
⌊n/2⌋

))
.

6. (10 分) 令 F 是一个有限域. 考虑对域中的每个数用 C 种颜色之一染色. 每个染色方案可以表示为
一个映射 f : F → C. (这里 C := {0, 1, . . . , C − 1}.) 考虑在仿射变换下仍然不同的染色方法数. 严
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格来说，我们说两个染色方案 f, f ′是等价的，当且仅当存在一个 F上的可逆仿射映射 g : x 7→ ax+b

(这里 a ∈ F \ {0}, b ∈ F)，使得 f ′ = f ◦ g.

当 |F| = 75 = 16807 = 2× 3× 2801 + 1，请计算在仿射变换下仍然不同的染色方法数？

提示：不妨先考虑一般的有限域 |F| = pk. 对任何有限域 F，其乘法群 F \ {0} 是循环群.

解 使用 Pólya/Burnside 计数时需要枚举所有的仿射变换 g : x 7→ ax + b，并计算在 g 作用下
不变的染色方案数（不动点数）. 枚举 g 时，我们分成几种情况考虑.

• 若 a = 1, b = 0：这时 g 就是恒等映射，所有 C |F| 个染色都在 g 的作用下不变.

• 若 a = 1, b 6= 0：在加法运算下，order(b) = p. 仿射变换 g 可以写成 pk−1 个不交的轮换
(v, v + b, v + 2b, . . . , v + (p− 1)b). 因此有 Cpk−1

个染色都在 g 的作用下不变.

• 若 a 6= 1：那么 g 共轭于 g′ : x 7→ ax，因为不难构造 h : x 7→ x+ c 满足 g = h−1g′h. 因此考
虑 g 作用下不变的染色个数，等价于考虑 g′ 作用下不变的染色个数. 显然 0 是 g′ 的一个不
动点. 剩余的点 F \ {0} 构成一个大小为 M = |F| − 1 循环群，不妨记 α 是群的一个生成元.
那么存在唯一的 t ∈ {1, . . . ,M − 1} 使得 a = αt.

– 如果 gcd(t,M) = 1，那么 a = αt 也是 F \ {0} 的一个生成元，这样的 a 有 ϕ(M) 个. 这
时置换 g′ 可以分解成一个不动点 0 和剩余所有数上的轮换. 在 g′ 作用下不变的染色数
有 C2 个.

– 更一般的，如果 gcd(t,M) = M/d 那么在乘法下 order(a) = d，这样的 a 有 ϕ(d) 个. 这
时置换 g′ 可以分解成一个不动点 0 和 M/d 个形如

(v, av, a2v, . . . , ad−1v)

的长度为 d 的轮换. 在 g′ 作用下不变的染色数有 C1+M/d 个.

综上，使用 Pólya/Burnside 计数可以得到总染色数为

1

|F|(|F| − 1)

(
Cpk

+
∑
b ̸=0

Cpk−1

+
∑
a ̸=1

∑
b

C1+M/ order(a)
)

=
1

|F|(|F| − 1)

(
Cpk

+ (pk − 1)Cpk−1

+
∑

d|pk−1
d ̸=1

ϕ(d)pkC1+ pk−1
d

)

具体到 |F| = 75 = 2× 3× 2801 + 1 时：

• 对 g(x) = x，不动点个数为 C16807.

• 对 g(x) = x+ b (b 6= 0), 该置换可分解为 74 = 2401 个 7-轮换，不动点个数 C2401.

• 对 g(x) = ax+ b (a 6= 1), 取 h(x) = x+ b · (a− 1)−1 则 h ◦ g ◦ h−1(x) = ax. 共轭置换的型相
同，只要考虑 g′(x) = ax (a 6= 1). 按照 a 在乘法群中的阶 order(a) 讨论：
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order(a) 轮换个数 (包括 1-轮换) 不动点个数 对应 a (a 6= 1) 的个数

1 2× 3× 2801 + 1 C16806+1 0

2 3× 2801 + 1 C8403+1 1

3 2× 2801 + 1 C5602+1 2

2× 3 2801 + 1 C2801+1 2

2801 2× 3 + 1 C6+1 2800

2× 2801 3 + 1 C3+1 2800

3× 2801 2 + 1 C2+1 2× 2800

2× 3× 2801 1 + 1 C1+1 2× 2800

非等价染色数为

C16807

16807× 16806
+

C2401

16807
+

C8404 + 2C5603 + 2C2802 + 2800C7 + 2800C4 + 5600C3 + 5600C2

16806
.

7. (8 分) 考虑 n 个无差异点构成的圈，每个点上可以标记 C := {0, 1, . . . , C − 1} 中的一个整数，经
过旋转 (不包括镜面) 可重合的标号方式视为同一种. 选以下问题中的 2 个作答即可.

(1) 如果要求相邻两个点的奇偶性不同，有多少种不同的标号方案？(n = 30, C = 3)

(2) 如果要求所有点标的和为偶数，有多少种不同的标号方案？(C = 3, n = p2 为奇素数平方)

(3) 如果要求相邻两个点的标号不同，有多少种不同的标号方案？(n = 30)

(4) 如果要求所有点的标号和为 C − 1 的倍数，有多少种不同的标号方案？(n 为素数)

解 顺时针标记 n 个点为 0, 1, · · · , n− 1, 圈上所有旋转变换构成的群为

Gn = {g | g(x) = (x+ k) mod n}.

由 Burnside 引理，

非等价标号方案数 =
1

|G|
∑
g∈G

变换 g 的满足条件的不动点个数.

(1) 只要考虑变换 g(x) = x+ 2k mod n, 按照 gcd(2k, n) 的值讨论：

• gcd(2k, 30) = 2 时，满足相邻点奇偶性不同的不动点个数为 22，相应的变换有 8 个.

• gcd(2k, 30) = 6 时，满足相邻点奇偶性不同的不动点个数为 24，相应的变换有 4 个.

• gcd(2k, 30) = 10 时，满足相邻点奇偶性不同的不动点个数为 26，相应的变换有 2 个.

• gcd(2k, 30) = 30 时，满足相邻点奇偶性不同的不动点个数为 216，相应的变换有 1 个.

非等价方案数 1
30

× (8× 22 + 4× 24 + 2× 26 + 1× 216) = 2192.
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(2) 轮换指数

PG(z1, · · · , zn) =
1

p2
(zp

2

1 + (p− 1)zpp + (p2 − p)zp2).

标记奇数标号为 x, 代入 zk = 2 + xk, 得到

A(x) =
(2 + x)p

2

+ (p− 1)(2 + xp)p + (p2 − p)(2 + xp2

)

p2
.

这是一个生成函数 A(x) =
∑

i aix
i, 其中 ai 表示有 i 个奇数标号的非等价标号方案数. 题目所

求的是所有偶数下标项 a2i 的和.

偶数下标项的和等于 A(1)+A(−1)
2

. 故非等价标号数为

3p
2

+ 1p
2

+ (p− 1)3p + (p− 1)1p + (p2 − p)3 + (p2 − p)1

2p2
=

3p
2

+ (p− 1)3p + 4p2 − 3p

2p2
.

(3) 不考虑旋转，记长度为 n 的圈上相邻两点标号不同的标号方案数为 fn. 那么

f1 = C, f2 = C(C − 1), fn = C(C − 1)n−1 − fn−1 ∀n ≥ 3.

展开 fn(n ≥ 3) 有

fn = C
n−1∑
k=1

(C − 1)n−k(−1)k+1 = (C − 1)n + (−1)n(C − 1).

由 Burnside 引理，按照 gcd(k, n) 的值讨论 g(x) = x+ k mod n 的不动点个数：

• gcd(k, n) = 1 时, 满足条件的不动点个数为 0，相应变换个数为 ϕ(n).

• gcd(k, n) = m 6= 1 时, 满足条件的不动点个数为 fm，相应变换个数为 ϕ( n
m
).

gcd #合法不动点 # g
1 0 8
2 (C − 1)2 + (C − 1) 8
3 (C − 1)3 − (C − 1) 4
5 (C − 1)5 − (C − 1) 2
6 (C − 1)6 + (C − 1) 4
10 (C − 1)10 + (C − 1) 2
15 (C − 1)15 − (C − 1) 1
30 (C − 1)30 + (C − 1) 1

因此，非等价标记方案数为

1

30
(x30 + x15 + 2x10 + 4x6 + 2x5 + 4x3 + 8x2 + 8x), 其中x = C − 1.
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(4) 类似 (2)，标记模 C − 1 余数为 a 的标号为 xa，那么 zk = 2+xk +x2k + · · ·+x(C−2)k. 代入轮
换指数 PG 可得到 x 的多项式 A(x) =

∑m
k=0 akx

k，非等价标号方案数即所有 x(C−1)k(k ≥ 0)

的系数和.

设 w
(1)
n , w

(2)
n , · · · , w(n)

n 是 xn = 1 的 n 个根. 那么

∀k ∈ Z,
n∑

i=1

(
w(i)

n

)k
= n× 1[k mod n = 0],

A(x)中x(C−1)k(k ≥ 0)的系数和 =
1

C − 1

C−1∑
i=1

A(w
(i)
C−1).

代入 A(x) = 1
n

[(
2 + x+ x2 + · · ·+ x(C−2)

)n
+ (n− 1)

(
2 + xn + x2n + · · ·+ x(C−2)n

)]
，

C−1∑
i=1

A(w
(i)
C−1) =

1

n

C−1∑
i=1

(
C−2∑
k=1

(
w

(i)
C−1

)k
+ 2

)n

+
(n− 1)

n

C−1∑
i=1

(
C−2∑
k=1

(
w

(i)
C−1

)kn
+ 2

)

=
Cn + (C − 2) · 1n

n
+

(n− 1)

n

(
2(C − 1) +

C−2∑
k=1

(
C−1∑
i=1

(w
(i)
C−1)

kn

))
(*)

=
Cn + (C − 2)

n
+

(n− 1)

n

(
2(C − 1) +

C−2∑
k=1

1[kn mod C − 1 = 0]

)

=

{
1
n
[Cn + (C − 2) + 2(n− 1)(C − 1) + (n− 1)2], C − 1 = qn, q ∈ Z

1
n
[Cn + (C − 2) + 2(n− 1)(C − 1)], 其他情况

(**)

故

非等价方案数 =

{
1

(C−1)n
[Cn + (C − 2) + 2(n− 1)(C − 1) + (n− 1)2], C − 1 = qn, q ∈ Z

1
(C−1)n

[Cn + (C − 2) + 2(n− 1)(C − 1)], 其他情况

注：由 xn − 1 = (x− 1)(1 + x+ x2 + · · ·+ xn−1)，

∀w(i)
n 6= 1,

∑n−1
k=0

(
w

(i)
n

)k
= 0，于是 (*) 式成立.

当 C − 1 = qn 时，

C−2∑
k=1

1[kn mod qn = 0]

=
C−2∑
k=1

1[k mod q = 0] (由 n 为质数，等号成立)

=bC − 2

q
c (相当于问 1 · · · , C − 2 中 q 倍数的个数)

=
C − 1

q
− 1

=n− 1.
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