
初等数论，群
参考答案

1. (10 分) (1) 求 gcd(106 − 1, 1015 − 1).

(2) 设自然数 n,m ≥ 1，证明：gcd(2m − 1, 2n − 1) = 2gcd(m,n) − 1.

解 两道题的做法是一样的，我们证明对自然数 a, n,m ≥ 1，gcd(an− 1, am− 1) = agcd(n,m)− 1.
于是 gcd(106 − 1, 1015 − 1) = 103 − 1.

不妨设 m ≥ n，gcd(an − 1, am − 1) = gcd(an − 1, am − an) = gcd(an − 1, an(am−n − 1)). 显然
gcd(an − 1, an) = gcd(an − 1, an − (an − 1)) = gcd(an − 1, 1) = 1. 根据互素的性质，gcd(an −
1, an(am−n − 1)) = gcd(an − 1, am−n − 1). 根据带余除法，m = qn + r，0 ≤ r < n，重复上面的
减法，我们得到 gcd(an − 1, am − 1) = gcd(an − 1, ar − 1)，这一过程与 Euclid 辗转相除算法相同，
所以用同样的论证可以得到 gcd(an − 1, am − 1) = agcd(n,m) − 1.

2. (10 分) 对实数 x ∈ R，定义

µ(x) = inf
{
α ∈ R :

∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣ ≤ 1

qα
仅有有限组互素整数解 (p, q), q > 0

}
.

证明：对 x ∈ Q，µ(x) = 1.

提示：首先证明 µ(x) ≥ 1，然后考虑 |x− p/q| ≤ 1/q1+ϵ 的解个数，进而证明 µ(x) < 1 + ϵ.

解 将 x 写作 a/b，这里 a, b 互素，b > 0.

首先证明方程 |x− p/q| ≤ 1/q 有无穷组解. 取任意一个素数 q > b，x− p/q = (aq− pb)/(bq)，根据
带余除法，存在 p 使得 aq = bp+ r，这里 0 ≤ r < b，于是 0 ≤ aq − pb < b，所以 |x− p/q| < 1/q.
再验证 p, q 互素，gcd(p, q) ≤ gcd(bp, q) = gcd(aq − r, q) = gcd(−r, q)，因为 q 是素数，q > b > r，
所以 gcd(−r, q) = 1. 于是 gcd(p, q) = 1. 因为素数有无穷多，所以互素的解也是无穷多组.

然后再证明对任意 ϵ > 0，|x − p/q| ≤ 1/q1+ϵ 只有有限个互素解，因而 µ(x) < 1 + ϵ. 假设
|x− p/q| = |(aq− pb)/(bq)| ≤ 1/q1+ϵ，那么 |aq− pb|/b ≤ 1/qϵ. 如果 x 6= p/q，那么 b ≥ qϵ. 如果有
无穷组互素解，那么 q 可以任意大，不可能有 b ≥ qϵ，因而只有有限组互素解. 如果 x = p/q，那
么 p = a，q = b，因此只有一组解.

3. (10 分) 如果 p = 2p′ + 1，其中 p, p′ 都是素数，那么 p 被称作“安全素数”. 考虑两个安全素数
p = 2p′ + 1, q = 2q′ + 1，其中 p, p′, q, q′ 两两不同且均大于 2. 记 n = pq.

证明：Z∗
n2

∼= Z∗
n × Zn.

提示：考虑如下三个映射，π1 : Z∗
p → Z∗

p2，π2 : Zp → Z∗
p2 和 π : Z∗

p × Zp → Z∗
p2

π1(a) = ap, π2(t) = (1 + p)t, π(a, t) = ap(1 + p)t.
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解 我们给两种解法.

解法一：

由中国剩余定理，
Zp2q2

∼= Zp2 × Zq2 .

两边同时取单位群，得到
Z∗

p2q2
∼= Z∗

p2 × Z∗
q2 .

注意到 |Z∗
p2 | = ϕ(p2) = p(p− 1) = 2pp′，因此

Z∗
p2

∼= Zp × Zp′ × Z2
∼= Zp × Z2p′ ∼= Zp × Z∗

p.

其中每一个同构都是因为有限 Abel 群分类定理（他们都是有限 Abel 群）. 于是，

Zp2q2
∼= Zp × Zq × Z∗

p × Z∗
q . (1)

根据中国剩余定理，
Zpq

∼= Zp × Zq,

两边同时取单位群，得到
Z∗

pq
∼= Z∗

p × Z∗
q .

因此，结合 (1)，我们有
Zp2q2

∼= Zpq × Z∗
pq.

解法二：

考虑 π : Z∗
p × Zp → Z∗

p2，π(a, t) = ap(1 + p)t. 我们先验证这是一个同态.

π(a1a2, t1 + t2) = (a1a2)
p(1 + p)t1+t2

= ap1(1 + p)t1 · ap2(1 + p)t2

= π(a1, t1)π(a2, t2).

这就完成了验证.

其次，我们来证明这是一个单射. 根据二项式定理，(1 + p)t = 1 + pt+ p2(. . . ) ≡ 1 + pt (mod p2).
考虑 π(a, t) = ap(1 + p)t ≡ 1 (mod p2)，对两边同时取 2p′ 次幂，因为 ϕ(p2) = 2pp′，由 Euler 定
理，我们有

aϕ(p
2)(1 + p)2p

′t ≡ 1 (mod p2) ⇐⇒ a(1 + 2pp′t) ≡ 1 (mod p2).

因此，a + 2app′t = a(1 + 2pp′t) ≡ 1 (mod p)，注意到 p | 2pp′t，所以 a ≡ 1 (mod p). 于是
1 + 2pp′t ≡ 1 (mod p2) ⇐⇒ p | 2p′t，因为 p, 2p′ 互素，所以 p | t =⇒ t ≡ 0 (mod p).

最后，因为 |Z∗
p × Zp| = |Z∗

p| · |Zp| = ϕ(p)p = 2pp′，同时 |Z∗
p2 | = ϕ(p2) = 2pp′ = |Z∗

p × Zp|，所以 π

是一个双射，于是
Z∗

p2
∼= Z∗

p × Zp.

剩下的证明和法一是一样的.
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4. (5 分) 已知群 G 满足 ∀g ∈ G, g2 = e. 证明 G 是阿贝尔群.

解 对任意两个元素 a, b ∈ G，为证明 ab = ba，只需证明它们的交换子 (ab)(ba)−1 等于 e.

(ab)(ba)−1 = (ab)(ba) = abba = aa = e

5. (5 分) 证明或证伪以下命题：

(1) 单同态 φ : G → G 一定是自同构.

(2) 满同态 φ : G → G 一定是自同构.

解

(1) 反例：Z 上的同态 x 7→ 2x.

(2) 反例：R/Z 上的同态 x 7→ 2x.

6. (10 分) 设 G 是一个有限阿贝尔群，证明以下命题

(1)
∏

g∈G g 的平方等于单位元 e.

(2) 如果 G 中没有阶（order）为 2 的元素，或 G 中有超过一个阶为 2 的元素，那么
∏

g∈G g = e.

(3) 如果 G 中唯一的阶（order）为 2 的元素 y，那么
∏

g∈G g = y.

(4) (Wilson’s theorem) 如果 p 是素数，(p− 1)! ≡ −1 mod p.

解

(1)
(∏

g∈G g
)2

=
∏

g∈G g
∏

g∈G g−1 =
∏

g∈G gg−1 = e.

(2) 定义 H := {g ∈ G | g2 = e} 为所有阶不超过 2 的元素. 将 G \H 中的元素两两配对，每个元
素与它的逆配对，可以将 G \H 写成

G \H = {g1, g−1
1 , g2, g

−1
2 , . . . }.

因此
∏

g∈G\H = e. 剩下只需证明
∏

g∈H = e.

不难验证 H 是 G 的子群.

若 G 中没有阶为 2 的元素：H = {e}，符合要求.

若 G 中有超过一个阶为 2 的元素：（有限生成阿贝尔群的基本定理可以带来更简短的证明）令
K0 = {e}. 只要 Ki ⊊ H，任选 hi ∈ H \ Ki，递归地定义 Ki+1 = Ki ∪ hiKi. 不难说明 a)
|Ki| = 2i，b) 每个 Ki 都是 H 的子群，c) 特别地，H = Kt 其中 t ≥ 2.∏

g∈H

g =
∏

g∈Kt−1

g
∏

g∈Kt−1

ht−1g =
∏

g∈Kt−1

ght−1g =
∏

g∈Kt−1

ht−1 = h
|Kt−1|
t−1 = h2t−1

t−1 = e.

(3) 类似地定义 H，可知 H = {e, y}. 因此
∑

g∈G g =
∑

g∈H g = y.

(4) 当 p > 2 时，在群 Z∗
p 中，−1 是唯一的阶为 2 的元素，因而

∑
a∈Z∗

p
a = −1。
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